Numericka matematika — 1. kolokvij (27. travnja 2009.)

Zadatak 1 (10 bodova.) “Teorijsko pitanje”.

(A)

(B)

Napisite iskaz teorema o egzistenciji i jedinstvenosti LR faktorizacije kvadratne
matrice reda n.

Napisite definiciju dijagonalne dominantnosti po stupcima za kvadratnu ma-
tricu A reda n.

(a) Ako je matrica A = A dijagonalno dominantna po stupcima, §to vrijedi za
matrice A®*TY) na kraju k-tog koraka Gaussovih eliminacija?
(b) Moze li parcijalno pivotiranje dati drugaciju konacénu matricu B = A(M?

Ukratko argumentirajte ovaj odgovor.

Napisite iskaz teorema o egzistenciji i jedinstvenosti interpolacije zadanih po-
dataka polinomom stupnja najvise n.

Napisite definiciju pozitivne definitnosti za kvadratnu matricu A reda n i navedite
neka ekvivalentna svojstva.

(a) Ako je matrica A = AW pogzitivno definitna, $to vrijedi za matrice A®*+Y na
kraju k-tog koraka Gaussovih eliminacija?

(b) Moze li parcijalno pivotiranje dati drugaciju konaénu matricu R = A(?
Ukratko argumentirajte ovaj odgovor.

Zadatak 2 (10 bodova.) Racunanje vrijednosti funkcije iz Taylorovog reda.

(A)

U zadanoj tocki x, vrijednost funkcije
f(z) =xcosz —x

aproksimiramo nekim pocetnim komadom Taylorovog reda oko 0, tako da clanove
reda zbrajamo uzlazno po potencijama od x, sve dok apsolutna vrijednost prvog
odbacenog ¢lana ne padne ispod zadane tocnosti ¢, gdje je 0 < ¢ < 1. Ako ra¢unanje
za x = 157 provedemo u aritmetici racunala, hoce li takva aproksimacija biti priblizno
tocna ili ne? Objasnite.

U zadanoj tocki x, vrijednost funkcije
f(z) = xshz — 2?

aproksimiramo nekim pocetnim komadom Taylorovog reda oko 0, tako da ¢lanove
reda zbrajamo uzlazno po potencijama od x, sve dok apsolutna vrijednost prvog
odbacenog ¢lana ne padne ispod zadane tocnosti ¢, gdje je 0 < ¢ < 1. Ako ra¢unanje
za x = 30 provedemo u aritmetici racunala, hoc¢e li takva aproksimacija biti priblizno
tocna ili ne? Objasnite.



(C)

U zadanoj tocki x, vrijednost funkcije
f(r) = xsinx — 2

aproksimiramo nekim pocetnim komadom Taylorovog reda oko 0, tako da ¢lanove
reda zbrajamo uzlazno po potencijama od x, sve dok apsolutna vrijednost prvog
odbacenog ¢lana ne padne ispod zadane tocnosti ¢, gdje je 0 < ¢ < 1. Ako ra¢unanje
za x = 15m provedemo u aritmetici racunala, hoce li takva aproksimacija biti priblizno
tocna ili ne? Objasnite.

U zadanoj tocki x, vrijednost funkcije
f(x)=zchzx—=z

aproksimiramo nekim pocetnim komadom Taylorovog reda oko 0, tako da ¢lanove
reda zbrajamo uzlazno po potencijama od x, sve dok apsolutna vrijednost prvog
odbacenog ¢lana ne padne ispod zadane tocnosti ¢, gdje je 0 < ¢ < 1. Ako ra¢unanje
za x = 30 provedemo u aritmetici racunala, hoc¢e li takva aproksimacija biti priblizno
tocna ili ne? Objasnite.

Zadatak 3 (10 bodova.) Linearni sustav LR faktorizacijom s parcijalnim pivotiranjem.

(A)

Zadan je linearni sustav Ax = b, gdje su
1 -1 4 0 11
-2 4 0 1 —11
A= r 2 1 11 b= -2
0o 1 -2 -1 -5

Nadite LR faktorizaciju matrice A koristenjem parcijalnog pivotiranja, tj. nadite
matricu permutacije P, te matrice L i R tako da je PA = LR. Iz ove faktorizacije
izracunajte rjesenje zadanog sustava.

Zadan je linearni sustav Ax = b, gdje su

11 1 -2 -3
20 1 1 ~5
A= 19 o 1| =1 ;5
02 —1 1 1

Nadite LR faktorizaciju matrice A koristenjem parcijalnog pivotiranja, tj. nadite
matricu permutacije P, te matrice L i R tako da je PA = LR. Iz ove faktorizacije
izracunajte rjesenje zadanog sustava.

Zadan je linearni sustav Ax = b, gdje su
2 0 1 -1 5
-4 1 1 0 -8
A= 2 =2 2 1| b= -2
0o 1 -2 1 1

Nadite LR faktorizaciju matrice A koriStenjem parcijalnog pivotiranja, tj. nadite
matricu permutacije P, te matrice L i R tako da je PA = LR. Iz ove faktorizacije
izracunajte rjesenje zadanog sustava.



(D) Zadan je linearni sustav Az = b, gdje su

-1 11 O —4

-2 1 0 -1 —6

A= 121 =2\’ b= -8
21 -1 —7

Nadite LR faktorizaciju matrice A koristenjem parcijalnog pivotiranja, tj. nadite
matricu permutacije P, te matrice L i R tako da je PA = LR. Iz ove faktorizacije
izracunajte rjesenje zadanog sustava.

Zadatak 4 (10 bodova.) Faktorizacija Choleskog ovisno o parametru.

(A) Zadana je matrica

272 1 0
A(z) = 1 2 =2 |,
0 -2 2?2

gdje je x > 0 realni parametar. Nadite sve vrijednosti parametra x za koje po-
stoji faktorizacija Choleskog matrice A(x). Za te vrijednosti izracunajte i pripadnu
faktorizaciju Choleskog.

(B) Zadana je matrica

212 2 0
Ax) = 2 2 =2 |,
0 —2 2?2

gdje je x > 0 realni parametar. Nadite sve vrijednosti parametra x za koje po-
stoji faktorizacija Choleskog matrice A(z). Za te vrijednosti izracunajte i pripadnu
faktorizaciju Choleskog.

(C) Zadana je matrica

2 =2 0
Alx) = | —2 3 11,
0 1 222

gdje je x > 0 realni parametar. Nadite sve vrijednosti parametra x za koje po-
stoji faktorizacija Choleskog matrice A(z). Za te vrijednosti izracunajte i pripadnu
faktorizaciju Choleskog.

(D) Zadana je matrica

2 =1 0
Alx)=| -1 3 2|,
0 2 272

gdje je x > 0 realni parametar. Nadite sve vrijednosti parametra x za koje po-
stoji faktorizacija Choleskog matrice A(x). Za te vrijednosti izracunajte i pripadnu
faktorizaciju Choleskog.

Zadatak 5 (10 bodova.) Interpolacija polinomima, Newtonov oblik.

(A) Funkciju
f(z) =e Tsinz

interpoliramo polinomom u ¢vorovima zo = 0, z1 = 1/2, x5 = 3/2, 3 = 2.
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(a) Izracunajte Newtonov oblik ovog interpolacijskog polinoma.
(b) Nadite uniformnu ocjenu pogreske ove interpolacije na intervalu [0, 2].
(c) Izracunajte vrijednost interpolacije u tocki x = 1 i pripadnu pravu pogresku.
(B) Funkciju
f(z) = (x4 2)e™"

interpoliramo polinomom u ¢vorovima xg =0, 1 = 1, 29 = 3, 3 = 4.

(a) Izracunajte Newtonov oblik ovog interpolacijskog polinoma.
(b) Nadite uniformnu ocjenu pogreske ove interpolacije na intervalu [0, 4].
(c) Izracunajte vrijednost interpolacije u tocki z = 2 i pripadnu pravu pogresku.
(C) Funkciju
f(z) =e®cosx

interpoliramo polinomom u ¢vorovima xg = —1, zy = —1/2, 9 = 1/2, 23 = 1.

(a) Izracunajte Newtonov oblik ovog interpolacijskog polinoma.
(b) Nadite uniformnu ocjenu pogreske ove interpolacije na intervalu [—1, 1].
(c) Izracunajte vrijednost interpolacije u tocki z = 0 i pripadnu pravu pogresku.
(D) Funkciju
f(x) = (z = 3)e”
interpoliramo polinomom u ¢vorovima xg = —3, r1 = —2, x5 =0, x3 = 1.
(a) Izracunajte Newtonov oblik ovog interpolacijskog polinoma.

(b) Nadite uniformnu ocjenu pogreske ove interpolacije na intervalu [—3, 1].

(c) Izracunajte vrijednost interpolacije u toc¢ki x = —1 i pripadnu pravu pogresku.



